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1. INTRODUCTION

P e r F o r m i n g  c o m p i l e - t i m e  o p t i m i  z a L i o n  o f  n r o g r a n s  t A l o  &  U l l n a n  I  l Z 1 ,

S r a r r q u a t - t  e t  a 1  . I u o ] ,  t - r - r c k e  &  s c h w a i ' t z [ 6 9 ] ,  H e c f r t l - 7 5 1 ,  S c h a e f e r [ 7 3 T ,  l d u 1 f

e t  a f  . I Z S ]  I  i n v o l v e s  a n  c n a l y s z s  o f  t h e  p r o g z , c t r n  ( t h e  d e t e r m i n a t i o n  a n d  c o 1 -

l e c t l r : n  r : f  i n f  r : r m a t l o r '  w h i c h  i s  d i s t r i b i t t e d  t h r o u g h o u t  t h e  n r o g r a n  I  L J ] l m a n

t75 l )  I  f o l l owed  by  a  t r ans fo rma t i on  o f  t he  py log ram I t he  app l i ca t i on  o f  t hose

p r o g r a n  t r a n s f o r n a b i o n  r u l e s  w h i c h  a c c o r d i n g  L o  t h e  p r e v i o - t s  a n a l y s i s  c a n

o e  s h o w n  t o  l e a o  t o  a n  e q u i v a i e n t  b u t  i m p r - o v e d  t r a n s l o r n e d  p r o g r a n ) .

A t t a c h 6  d e  R e c h e r c h e  a u  C . N . R . S .  ,  L a b o n a t o i r e  A s s o c i 6  I ' J o .  7  .

T h i s  w o r k  w a s  p a r t i a l l y  s u p p o r t e d  b y  I R I A - S E S O R I  g n a n t  7 6 - 1 6 D .



T h i s  p a p e r  i n f o r m a l l y  e x p o s e s  a n d  e x a m p l i f i e s  t h e  a b s t y , a c t  i n t e r -

ov ,e ta t t on  o f  p : r , og ra tns  ICouso t tTT  a l ) ,  a  l a t t i ce  t heo re t i c  mode l  wh i ch
- i n  n a r f  i n r  r ' l : n  i .  s u i t a b l e  t o  t r e a t  a l l  p l o h a l  J 1 p 6 o r . [ T r  a n a l v s i s  r - o b ] e m s .J r r  

o r  u r r u f , y J f J  l J r

2.  DETERMINATION OF INVARIANT PROPERTIES OF PROGRAMS

R o u g h l y  s p e a k i n g ,  g 1 o b a 1  p n o g r a m  a n a l y s i s  r e q u i r e s  t h e  d e t e r m i n a t i o n ,

f o r  e a c h  p r o g r a m  p o i n t  T  o f  a n  i n v a r i a n t  p r o p e r t y  P *  k n o w n  t o  h o l d  e a c h

t i m e  c o n t r o l  r e a c h e s  T  d u r i n g  e x e c u t i o n ,  i n d e p e n d e n t l y  o f  t h e  p a t h  t a k e n

l - n  n o : n h  t h o  n n n  - i  ^ . l -  ru u  f - o u r r  u r r E  H r u 6 r o r r  P U I t t u  l t r

E x a m p L e . ' a  f a i r l y  s i m p l e  c a s e  o f  p r o g r a m  a n a l y s i s  a n d  o p t i m i z a t i o n  o c c u r s

w h e n  c o n s t a n t  c o m p u t a t i o n s  a r e  e v a l u a t e d  a t  c o m p i l e  t i m e  I K a m  &  U 1 l m a n [ 7 6 - l  ,

K a m  &  U 1 l m a n [ 7 7 ] ,  K i 1 d a 1 1 [ 7 3 ] ,  R e i f  &  L e w j . s [ 7 7 ] ) .

C o n s i d e r  t h e  f o l l o w i n g  s k e l e t a l  p r o g r a m  :

{ t l
L  I J

1 / r

L J J

t A \

o d ;

I f  w e  c a n  d e t e r m i n e  t h a t  t h e  s e t  P ,  o f  v a r i a b l e  s t a t e s  a t  p r o g r a m  p o i n t

l L )  r J

P ,  =  { < a = 1 ,  b = 2 ,  c = 3 ,  d = 3 + i ,  e = - i t l  I  =  O }

w e  h a v e  s h o w n  t h a t  a ,  b  a n d  c  h a \ / e  c o n s t a n t  v a f u e s  a t  n r n s r a m  n o i n t  { 2 }  d u n i n g

execu t i on .  End  o f  E rmnp le .

[ a  : =  1 ,  b  : =  2 ,  c  : =  3 ,  d  : =  3 ,  e  : =  0 ] ;

w h i l e  d o

t b  : =  2 * a ,  d  : =  d + 1 ,  e  : =  e - a l ;

( - ' =  h - :  n  ' =  o r i l .



A c c o r d i

t h e  a s s e r t i o

o f  t h e  o t h e r

{ t } , . . . ,  { n }

m u s t  D e  o n e
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!
)
\

abb rev  1  a t  ed

3.  FINDING INVARIANT PROPERTIES AS SOLUTION TO A SYSTEM OF EQUATIONS

n s  l - -  l - h o  q e m a n l - i c s  o f  t h e  u t i  I  i z e d  o r o g r a m m i n s  . l  a n o r r a p e  ." b  
P - " o -  r u r r a r u u F j u ,

n  P .  a s s o c i a t e d  w i t h  D r o s r a m  o o l n t  { i }  i s  a  f u n c t i o n  f .
i  

- -  - "  r - - - - -  *  . - - -  
i

: q q o r l - i n n c  F  P  a s S o c i a t e d  w l t h  t h e  v a r i O U S  D O i n t Sn
o f  t h e  p r o g r a m .  T h e r e f o r e  t h e  c e s i r e d  p r o n e r t i e s  P ,  P n

o f  t h e  s o l u t i o n s  t o  a  s y s t e m  o f  n u t u a l l y  r e c u r s i v e  e q t a t i o n s

X t  =  f r [ X l , . . . ,  X n J

X
n

a n

p' 3

P 4

P r [ b  : =  2 * a ,  d  : = C + 1 ,  e  : =  e - a J

P r [ a : = b - a ,  c : = e + d J

=  f  
n [ X , ,  

.

X  =  F t X l .

X ]
n

E r a m p L e . '  T h e  s e t  P , ,  P 2 ,  P 3 ,  P u  o f  v a r i a b l e  s t a t e s  a r e  r e l a t e d  1 n  t h e

e x a m p l e  D r o g r a m  a s  f o l l o w s  :

P 1  =  { < a = ' 1  ,  b = 2 ,  c = 3 ,  d = 3 ,  e = 0 > }

P 2  =  P i  u  P *

S i n c e  a l l  v a r i a b l e s  h a v e  b r e e n  i n i t i a l i z e d  a t  p r o g r a m  p o i n t  { 1 }  t h e i r

v a f u e s  i n  P ,  a r e  n u m e r i c a l  c o n s t a n t s .  f n i e  w o u J d  g i v e  t h e  u n d e f i n e d  v a l u e

Q  t o  u n i n i t i a l i z e d  v a r i a b l e s ,  a n d  i n p u t  v a r i a b l e s  w o u l d  b e  i n i t i a l i z e d

b y  a  f o r m a l  c o n s t a n t ,  T h e  s e t  u n i o n  o p e r a t o r  u  r e D r e s e n t s  t h e  e f f e c t  o f

n a f h s  n n n v e r o i n o .  F i n a 1 1 y ,  1 f  P  =  { < x = o . , ,  V = B . . t l l  e  I }  t h e n  P 1 * . = Z x y }

d e n o t e s  t h e  e v a l u a t i o n  o f  " x  : =  Z x y "  f o r  a l l  v a r i a b l e  s t a t e s  i n  P  w h i c h

l e a d s  t o  { < x  =  2 x 3 ; ,  V  =  8 . , '  I  I  e  I } .  E n d  o f  E r a n o l e .

4. EXISTENCE 0F A LEAST SOLUTION T0 THE SYSTEM 0F EQUATIONS

L e t  L  b e  t h e  s e t  o f  p r o p e r t i e s  t o  w h i c l  b e l o n g  P r  P ^ .  L  l s

p a r t l y  o r d e r e d  b y  a n  o r d e r i n g  r e l a b i o n  <  w h i c h  e n a b l m u s  t o  c o n l p a r e  s o m e

n n n n e r t i  r . e  i  n  |  -  l v l C r f e O V e r ,  t h e  f U n C t i O n S  f  .  1 y g  n m r i " c n - n m o c o y , t ) i n n  I S y n O n y -
t

n o u s l v  r n o n o t o n e o r  i s o t o n e ) ,  t l a t  i s  b y  d e f i n i t i o n  i f  o .  <  P ' . ,  Y . i  .  f  1 , n l



l - h e n  f  f  P  P  I  <  +  ( P ,  P '  I' i ' '  I  n '  
-  ' i \  " '  

n r '

F o r  t h e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  x  =  F t x l ,  t h i s  i m o l i e s  t h a t  F  i s  a n  o r d e r -

n r p s p n \ / i  n s  f  r n n i f  6 J - 1  f  r o m  t h e  s e t  L n  o r d e r - e d  b V  . n  i n  i t s e l f  .  H e n c e

k n o w n  l a t t i c e - t h e o r e t i c  t h e o r e m s  c a n  b e  a o p l i e d  ( T a r s k i [ 5 5 . ] J  t o  p r o v e

t h a t  t h e  e q u a t i o n s  X  =  F ( X )  h a v e  a l w a y s  a  s o l u t i o n ,  I o r  s y n o n y m o u s l y

F  h a s  a l w a y s  a  f i r p o i n t ,  t h a t  i s  t h e r e  e x i t s  s o m e  P  e  L n  s u c h  t h a t

P  =  F t P l l .

E r c r n p l e  . '  P t  ,  .  .  . ,  P 4  b e l o n g  t o  t h e  s e t  L  o f  s e t s  o f  v a r i a b l e  s t a t e s .

T h e  o r d e r i n g  r e l a t i o n  <  i s  s i m p l y  s e t  i n c l u s i o n  c .  L  i s  d  c o m D l e t e  l a t t i c e

I B i r k h o f f [ 7 3 ] l  w h i c h  i n f i m u m  i s  t h e  e m p t y  s e t  f l ,  w h i c h  s u p r e m u m  i s

{ < a = c r ,  b = 8 ,  c = y ,  d = 6 ,  e = r > l v t c l , , g , y , 6 , e l a t I N u Q l s } . t n e  l e a s t  u D p e r  b o u n d

o p e r a t i o n  i s  s e t  u n i o n  g  w h e r e a s  t h e  g r e a t e s t  l o w e r  b o u n d  o p e r a t i o n  i s  s e t

i n t e r s e c t i o n  n .

T h e  m o n o t o n y  o f  t h e  f u n c t i o n s  f .  r e f l e c t s  c o n s e r v a t i o n , o f  l n f o r m a t i o n .

T h e  l a r g e r  i s  t h e  s e t  P '  o f  p o s s i b l e  v a r i a b l e  s t a t e s  a t  s o m e  p r o g r a m  p o i n t

1 T  '  t h e  l a r g e r  w i l l  b e  t h e  s e t  P n , ,  a t  p o i n t  r '  i m m e d i a t e  s u c c e s s o r  o f  n .

End of Erqnple.

I n  g e n e r a l  t h e  n u m b e r  o f  f i x p o i n t s  o f  F  i s  i n f i n i t e .  F o r t u n a t e l y ,  i t

c a n  b e  s h o w n  t h a t  t h e r e  e x i s t s  a  u n i q u e  L e a s t  f i r o o i n t  P  o f  F  I  s u c h  t h a t

P  =  F t P l  a n d  i f  X  =  F t X l  t h e n  P  <  X l .  C o n s e q u e n t l y ,  t h e  s e t  o f  d e s i r e d

n n n n o n r i o e  F  . , P ^  c a n  b e  u n i q u e l y  c h a r a c t e r i z e d  a s  t h e  l e a s t  s o l u t i o nn
o f  a  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  X  =  F t X l  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  p r o g r a m .

E r u n p l e . ' T h e  l e a s t  s o l u t i o n  o f  t h e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  i s  :

l - t ,  
=  { < a = 1 ,  b = 2 ,  c = 3 ,  d = 3 ,  e = 0 > }

P r .  =  { < a = 1 ,  b = 2 ,  c = 3 ,  d = i + 3 ,  e = - i > l i  -  0 }

P 3  = { < a = 1 ,  b = 2 ,  c = 3 ,  d = i + 4 ,  e = - i - 1 > l i > 0 }

P q  =  { . a = t ,  b = 2 ,  c = 3 ,  d = i + 4 ,  e = - i - t > l  i  >  O }



A n o t h e r  p o s s i b l e  I b u t  n o t  l e a s t  s o ] u t i o n )  i s  g i v e n  b y  :

P z  =  { < a = 1 ,  b = 2 ,  c = 3 ,  d = i + 3 ,  e = - 1 t l  I  r  O }
U

{ < a = 0 ,  b = 0 ,  c = i ,  d = i ,  e = 0 t l i  u  t f N  u { C I } ) i

H o w e v e r  t h e  l e a s t  s o l u t i o n  i s  p r e f e r a b l e  s i n c e  i t  i s  t h e  j o i n  o v e r  a l l

n a l - F r c  c n l r r + i n n  T l -  n a n  h o  i r r 1 - o n n n o - F o 1 1  - i n f r n m : l  l \ /  a S  t h e  C a l C U l a t i O n  O fE  U E U  I I I I U I  I ] I q J f  
Y

t h e  i n f o r m a t i o n  P _  a v a i l a b l e  a t  c : n h  n n n o r a m  n n i n t  T  w h e n  t h l s  p o i n t  i s
1 T  

* -

r e a c h e d  d u r i n q  e x e c u t i o n  b y  f o l l o w i n g  a n y  o f  t h e  p o s s i b l e  p a t h s  l e a d i n g

to rT. End of Ercmole.

5. UNDECIDABILITY OF THE PROBLEM OF COMPUTING THE LEAST SOLUTION

f h e  p r o b l e m  o f  m e c h a n i c a l l y  c o m p u t i n g  t h e  l e a s t  s o l u t i o n  o  e  L n

o f  t h e  e q u a t i o n s  X  =  F t X j  i s  i n  g e n e r a l  u n d e c i d a b l e  I K a m  &  U l l m a n [ 2 7 ] ,

R e l f  &  L e w i s [ 7 7 ] l  s o  t h a t  t h e r e  d o e s  n o t  e x i s t  a n  a l g o r i t h m  w h l c h  f o r

a r h i t r a r v  L  a n e l  F  w i l l  c o m o u t e  l h o  l e a e f  f i v n n i n l  o f  F .  T h i s  d o e s  n o tI  L / \ l J U r r l

r u l e  o u t  n e i t h e r  f i n d i n g  a l g o r i t h m s  f o r  p a r t i c u l a r  F  a n d  L  n o r  c o m o u t i n g

a n  a p p r o r t m a t i o n  o f  t h e  e x a c t  l e a s t  s o l u t i o n s  c f  u n s o l v a b l e  s y s t e m s  o f

e q u a t i o n s .

E n c t r n p L e . ' S i n c e  t h e  l e a s t  s o l u t i o n  o f  o u r  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  i n v o l v e s

j n f i n i t e  s e t s ,  i t  c a n  b e  t h o u g h t  t h a t  t h e i r  c o n s t r u c t i o n  m j g h t  e v e n t u a l l y

b e  i m p o s s i b l e  b y  a  f i n i t e  p r o c e s s .  H o w e v e r ,  w e  c a n  t r y  t o  d e t e r m i n e  s o m e

I b u t  n o t  n e c e s s a r i l y  a L L ]  c o n s t a n t s  o f  a  p r o g r a m .  T h e r e f o r e  w e  c a n  a p p r o -

x i m a t e  :

? z  =  { < a = 1 ,  b = 2 ,  c = 3 ,  d = i + 3 ,  e = - i >  l i .  >  O }

b y  a  s e t  o f  v a n i a b l e  s t a t e s  s u c h  a s  .

{ . a = ' i ,  b = 2 ,  c = y ,  d = 6 ,  e = e > l t y , 0 , e l  e  [ ] N  u  { A } 1 3 }
p
' 2

l Y n r e  o e n e r a l I v  a n r r  P  e l n h  l - h a l -  P  e  Pv  " , ' J  
2  

" " " ' ,  "  ' " "  ,  
2  :  2

o f  P '  s i n c e  P ,  w o u l d  i n c l u d e  a t  l e a s t

n n q q i \ l  e  q f a i p c  W h i c h  c a n  O c C U r  d u r i n s

P ,  c a n  b e  g i v e n  a  f i n i t e  r e p r e s e n t a t i o n

End of enanple.

w o u l d  b e  a  c o r r e c t  a p p r o x i m a t i o n

I i f  n o t  a t  m o s t )  t n e  s e t  P ^  o f  a ] l
2

: n \ /  o v o a r  r . F  i  n n  n f  t h o  n r ' n o n : m  N l n ru r r y  L f  u r r  u  I  u  l E  L J I  u E _ l  o i l t ,  l u w

a n d  c o r n D U t e d  a t  c o m p i l e - t i m e .



6. SYSTEM OF APPROXIMTE EQUATIONS

W h e n  c o n f r o n t e d  w i t h  a  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  X  =  f t X J  i n  a  c o n c r e t e
- .  n  n .

s p a c e  t L  <  J  w h i c h  l e a s t  s o l u t i o n  P  c a n n o t  b e  c o m p u t e d ,  w e  c a n  f i n d

a n  a s b t r a c t  s p a c e  t L n ,  ? n l  c o r r e s p o n d l n g  t o  t L n ,  a n )  a n d  a n  a D p r o x i m a t e

s y s t e m  o f  e q u a t i o n .  f  =  f t X l  c o r r e s p o n d i n g  t o  X  =  F ( X l  s u c h  t h a t  t n e

1  e a s t  F i x  p o i n t  P  o f  F  c o r r e c t l y  a p o r o x  i m a t e s  D  ,  I  C o u s o t  r 7  7  a 1 )  .

T h e  c o r r e s p o n d e n c e  b e t w e e n  L  a n d  L  i s  e s t a b l i s h e d  b y  a n  a b s t y , a c t i o n  f u n e - -

t i on  d ,  :  L  +  L  and  a  conc : re t i za t i on  f unc t i on  [ ,  f  +  L  wh j ch  a re  o rde r -

n r e s e r v i r g  a n d  s u c h  t h a t  x  =  B t  I f  X t t  a n d  X  <  [ f  i l f X t t  € o r  a n y  X  a n c j  X .

E r c r r L p l e . ' \ , { e  c a n  a p p r o x i m a t e  a  s e t  o f  v a r i a b l e  s t a t e s  s u c h  a s  :

p  =  { < w = 1 ,  x = 0 ,  y = 4 ,  z = 3 > ,  < v t  = 1 ,  x = 0 ,  y = 2 ,  z = 5 > ,

< v t = 1 ,  x = Q , y = 2 ,  z = 7 > \

b y  . w =  { t } ,  x  =  { c , O } ,  y  =  { 2 , 4 , 0 } ,  z =  { 2 , 5 , 7 } > .  T h e  a p o r o x i m a t i o n  i s  t h a t

w e  h a v e  l o s t  t h e  i n f o r m a t l o n  c o n c e r n i n g  t h e  r e l a t i o n s  a m o n g  v a r i a b l e s  I s u c h

a s  " y * z =  7  w h e n  y  i s  i n i t i a l i z e d "  ) .  A g a i n  s i n c e  w e  a r e  i n L e r e s t e d  o n l y  b y

t h e  f a c t  t h a t  w  i s  a n  a l w a y s  l n i t i a l i z e d  c o n s t a n t  e q u a l  t o  1 ,  w e  c a n  m a k e

a  f u r t h e r  a b s t r a c t l o n  a n d  u s e  t h e  a p n r o x i m a t i o n  p  =  { w  +  1 }  w h l c h  g e t s  r i d

o f  t h e  e x a c t  v a l u e s  o f  n o n - c o n s t a n t s  ( y , z )  a n d  i g n o r e s  t h o s e  c o n s t a n t s

I x ]  w h i c h  m a y  e v e n t u a l l y  b e  u n i n i t i a l i z e d  f o r  s o m e  p r o g r a m  n a t h s .

L  i s  t h e r e f o r e  t h e  s e t  o f  p a r t i a l  f u n c t i o n s  f r o r n  t h e  s e t  o f  v a r i a b l e s

V  =  { a , b , c , d , " }  i n  I N .  W e  r e p r e s e n t  e l e m e n t s  o f  L  l y  t h e i r  g r a p h ,  t h a t  i s

a  s e t  o f  c o u p l e s  I v a r i a b l e  +  v a l u e ] .  F o r  t h e  s a k e  o f  c o m D l e t e n e s s ,  l e t  u s

a d d  t o  t  a n  i n f i m u m  d e n o t e d  - L  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  e m p t y  s e t  A  o f  L ,  a n d  a

s u p r e m u m  r  c o n r e s p o n d i n g  t o  { < a = c } , . . . ,  e = e >  |  f o , . . . , e )  e  [ ] N  u  { A } l s }  i n

L .

W e  h a v e  :

E r a ;  =  r

I [ t i . * = t ,  y = 2 > ,  < x = 1 ,  y = 3 > ] l  =  { x  +  i }

E [ t { . " x = t ,  y = 2 > ,  < x = 0 ,  V = 3 > i l = r

I r r t  =  a
t t { x  -  r } l  =  { < x = 1 ,  y = B >  l  B  e  t ] N  u  { o } ] }

f t r l  =  { < x  = o ,  y  =  B >  |  r o , B t  .  ( ] N  u  { a } 1 2 }



T h e  o r d e r i n g  ?  o f  L  i s  t h e  l n c l u s i o n  r  o f  f u n c t i o n  g r a o h s ,  e x t e n d e d

U y  r  ?  r  Z  t  ?  X  ?  r  ?  r ,  V X  e  L .  F o r  e x a m o l e ,  c o r r e s o o n d i n g  t o  t h e  f o l l o w i n g

i n e q u a l i t i e s  i n  L  :

c

fl

{ < x = 1 ,  y = 2 ,  z = O > ,  < x = 1 ,  y = 2 ,  z = 1 > }

{ < x = 1 ,  Y = 2 ,  z = D > ,  < x = 1 ,  y = 2 ,  z = 1 > ,  < x = 1 ,  y = 3 ,  z = 1 > }

{ < x = 1 ,  Y = 2 ,  z = D > ,  < x = 1 ,  y = 2 ,  z = 1 > ,

< x = 1 ,  Y = 3 ,  z = 1 > ,  < x = 0 ,  Y = 2 ,  z = 1 > j

w e  w o u l d  h a v e  i n  L  :

r a { x * 1 , V  " 2 \ Z  { x + 1 } ? r

End. of erunple.

f n  o r d e r  F o r  t h e  a b s t r a c t  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  X  =  f f X l  t o  c o r r e c t l y  s i m u l a t e

t h e  u n s o l v a b l e  c o n c r e t e  s y s t e m  X  =  F t X l  ,  f  m u s t  b e  c h o s e n  s o  t h a t  i t s  l e a s t

f i x p o i n t  P  i s  a  c o r r e c t  a p p r o x i m a t i o n  o f  P  t h e  l e a s t  f i x r : o i n t  o f  F .  S u c h

c o n d i t i o n s  f o r  t h e  c h o i c e  o f  f  a r "  g i v e r  i n  C o u s o t - 7 7 a f .

f n  o r d e r  t h a t  P  <  [ t p ]  i t  i s  s u f f i c i e n t  t o  c h o o s e  t h e  F -  s u c h  t h a t  f o r -  a n y
l

[ P , , . . , , "  )  o f  L n  w e  h a v e  :r n

' , " .  [ P i  r n J  =  [ f F .  f  E [ f  e , I  8 [ t p n ] l ) .

I n t u i t i v e l y ,  i n s t e a d  o f  c o m p u t i n g  f . I P , , . . . , o n J  o n  c o n c r e t e  o r o o e r t i e s

P r , . . . , P - ,  o n e  c a n  a s  w e l l  a o p l y  t h e  c o r r e s p o n d i n g  f u n c t i o n  f .  o n  t h e  a b s t r a c t
i

p r o p e r t i e s  B ( p , 1 , . . . , 8 [ t e n l ,  t a k e  t h e  c o n c r e t e  f o r m  o f  t h e  r e s u l t

I f  f  .  f  $ t P l  ]  E [ ( P n ] l )  w l i c h  l e a d s  t o  a  c o r r e c t  a p D r o x i n a t i o n  o f  t h e  e x a c t

- ^ m n ,  , t = ] - ' i - - c  f  f  P ,  ,  . . . , P  l .j ' r  n

Eranp le  . '  The comDuta t ion  o f  :

p  =  { < x - 1 ,  y = o >  |  u '  o }  u  { < x = 1 ,  y = B >  |  B .  O }

= { < x = 1 '  V = 0 > l * e  t l N  - { o } l }

i s  c o r r e c t l y  a p p r o x i m a t e d  b y  P '  s u c h  t h a t  P  g  P '  :

P '  = t f  i l t i c x = 1 ,  y = c I >  l o ' a l t  n E t { . x = 1 ,  y  = B ' l B .  o } ) l
=  [ t { *  +  1 }  n  { x  *  t } ]
=  [ t { *  *  t } ]
=  { < x = ' ' 1  ,  y = o >  l c r  e  ( ] N  u  { A } l i

:

c



T h e  s a m e  w a y ,  t h e  c o m n u t a t i o n  o f  :

P  [ x  < -  2 x x ,  y  < -  y + x  J

wh  e re

P  =  i < x = 1 ,  y = c x , >  l g  >  o )

i  n  - n n n n ^ t t  r r  - n ^ n n y - i m a l - o d  h r rJ r  u u t I E U L I y  O U P ! u ^ r r ' r u u o u  u j

T h ^
I  t t u

[ r  U . r P J [ x  *  2  a x ,  y  + y  t s  x ) )
=  [ t { *  *  1 } t x  <  2 I  x ,  y  < -  y  o  x ] }
=  [ f  { " X  - >  2  B  1 ,  y  +  Q  @  " } ]

=  [ r { x  -  2 } )
= { < x = 2 ,  c r > l c x , e  I I N  u { 0 } ] i

' I < x = 2 ,  V = s >  l o  r  C )

s v s t c m  n f  a h q f n a r : t  c r r r a l - i n n q  r ^ i i 1 ]  [ g  ]

P i  =  { a  - > 1 ,  b  - > 2 ,  c  + 3 ,  d  + 3 ,  e  + 0 }

- F . �. 2  =  1 1  n  r / +

P 3  =  F r ( b : =  2  I  a ,  d  : =  d  E  1 ,  e  r =  e  O  a J

L r  =  l r  l : ' =  l -  l - l  a  n ' =  o  l - i l  - l l' 4  3 ' "

T h e  o p e r a t o r  n  1 s  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  f u n c t i o n  g r a o h s  e x t e n d e d  b y  r  n  X  =  X

a n d  t  n  X  =  r ,  Y X  .  L .  T h e  o p e r a t o r s 8 ,  @  ,  E  a r e  e x t e n s i o n s  o f  t h e  u s u a ]

a r i t h m e t i c  o p e r a t o r s  * ,  + ,  -  w h i c h  r e s u l t  i s  u n d e f i n e d  [ Q ]  w h e n e v e r  o n e  o f

t l r e i r  a r q u m e n t s  i s  u n d e f i n e d .

a t i o n s  i s  :

0 ) 3 ]

T h e  L e a s t  s o l u t i o n  t o  t h e  a b o v e  s y s t e m  o f  a L s t r a c t  e q u

f  P ,  =  { a  +  1 ,  b  >  2 ,  c  +  3 ,  d  +  3 ,  e  +  0 }

I
L  t ,  =  F ,  =  P 4  =  { a  +  1 ,  b  .  z }

P 2 ,  P 3 ,  P *  c o r r e s D o n d  t o  t h e  c o n c r e t e  o r o n e r t y  :

{ < a = . 1  ,  b = 2 ,  c = y ,  d = 6 ,  e = e > l V f V , 6 , e J  e  t j N  u

W h i c h  i n C l U d e s  l h o  n n n n n o f o  n n n - e r t i e S  P '  P s ,  P q .

ErLd. of ercrnple.



7. COMPUTING THE LEAST SOLUTION TO THE SYSTEM OF EQUATIONS

7. I  SUCCESSIVE APPROXIMATIONS

T h e  i n t e r e s t  o

a n d  o n  t h e  s y s t e m

f

X

r e a q n n i  n s  n n  f  h e  e h e f  n a n l -  q n a n o  n f  n r o n o r l - ' i o c  !

=  f f X l  i s  t h a t  L  a n d  F  c a n  b e  c h o s e n  s o  t h a t  t h e

- n* -

l e a s t  f i x o o i n t  o f  F  c a n  b e  a l g o r i t h m i c l y  c o n n u t e d .  T h e  K n o w n  a l g o r i t h m s

a r e  o f  t w o  t y p e s  :  " i t e r a t i v e "  a l g o r i t h m s  t y p i f i e d  f o r  c o n s t a n t  p r o o a g a -

t i o n  b y  I K i - 1 d a 1 1 [ 7 3 ] ,  K a m  &  U 1 l m a n [ 7 6 1 1 7 7  ]  I  a n d  " e l i m j . n a t i o n "  a l g o r i t h m s

t y p i f i e d  b y  I R e i f  &  L e w i s f T T ] ) .  T h e  m o s t  g e n e r a l  o l  t h e s e  t w o  a p p r o a c h e s

a n e  t h e  " i t e r a t i v e "  m e t h o d s .  I n t u i t i v e l y  t h e y  a r e  a k i n  t o  J a c o b i ' s  m e t h o d

f o r  s o l v i n g  s y s t e m s  L r f  n u m e r i c a l  e q u a t i o n s  b y  s u c c e s s i v e  a p p r o x i m a t i o n s .

T h e  l e a s t  s o l u t i o n  P  t o  t h e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  X  =  F t X l  i s  c o m p u t e d  a s
[<

t h e  l i m i t  1 i m  F ' ' f  X -  l  . l f  a  c e - r r r e n
. . + s  

" ' 0 '  
;  

' c e  X o '  X ,  =  F ( X g ) '  X 2  =  F [ X r )  =  l = 2 [ l o J '

X f  =  l - [ X k _ 1  ]  =  F ' ( X 0 1 , . . .  o f  s u c c e s s i v e  a p p r o x i m a t i o n s .  T h e  i n i t l a l

F r n r n y i m e f i n n  Y  m u s t  b e  c h o s e n  s u c h  t h a t  X "  <  F f X ^  I  a n d  X -  <  P -  T h e r e F o n e' " 0  " ' "  '  u  " ' 0 '  " " "  " o

t h e  i n f i m u m  - L n  o f  L n  i s  a l w a y s  a  c o n v e n i e n t  c h o i c e .  I H y p o t h e s i s  o n  L  a n d

F  e n s u r i n g  t h e  e x i s t e n c e  o f  t h e  l i m l t ,  a n d  t h e  p r o o f  ( r e l a t e d  t o  K l e e n e

l 5 2 l ' s  f i r s t  r e c u r s j . o n  t h e o r e m l  t h a t  t h i s  l i m i t  1 s  t h e  l e a s t  f i x o o i n t  m a v

b e  f o u n d  i n  a . o . ,  S c o t t [ 7 2 1 ) .

E r a r n p l e . ' F o r  s o l v i n g  t h e  e q u a t i o n s  o f  p a r a g r a p h  6  t h e  i n i t i a l  a p p r o x i m a -

t i o n  i s  c h o s e n  t o  b e  t h e  i n f l m u m  :

I n i t i a l i z a t i o n  ' ' l  :

P - ;- r - n- r
L I

T F r o  c o r r  - f  a n n n O x i m a t i n n s  j S

t h e  c u r r e n t  v a f u e s  n i  P  5  P
t '  

' 3 '

u n t i l  s t a b i l i z a t i o n .

t h e n  c o n s t r u c t e d  b y  s u c c e s s i v e l y  r e p l a c i n g

P ,  i n  t h e  r i g h t  h a n d  s i d e  o f  t h e  e q u a t i o n s ,

2 , L t l

S t e p  2  :

P
r , 2

P
2 , 2

t _
l d

P - ;- r

- >  1 ,  b - + 2 ,  c + 3 ,  d + 3 ,  e * 0 J

n D
4 i

n - t .  = P
L , 2 r , 2 J , 2

^  ^ )=  t a  +  1 ,  b  +  2 ,  c  >  3 ,  d  r  3 ,  e  +  0 J



1 0

P  = P  t b ' : = 2 t B a ,  d : = d 6 1 , e r = e E a J) t

=  { a  *  1 ,  b  >  2  g  1 ,  c  +  3 ,  d  +  3  @  1 ,  €  +  0  E  1 }

=  { a  + ' 1  ,  f :  >  2 ,  c  +  3 ,  d  - >  4 ,  e  +  - 1 }

= =
P  =  P  ( a  : =  b  B  a ,  c  : =  e  E  d l

4 , 2  3 , 2

=  i a  +  1 ,  b  - >  2 ,  c  + 3 ,  d  - +  4 ,  e  -  - 1 ]

S l - e n  ?

; r ^f .  -  = { : + 1 ,  l :  + 2 ,  c  - + 3 ,  d  r 3 ,  e  +  0 }

D - D ^ D
t t  I

2 , 3  L 3  4 , 2

=  { a  +  1 ,  b  - >  2 ,  c  +  3 ,  d  +  3 ,  e  +  0 }  n

{ a + 1 ,  f : - + 2 ,  c + 3 ,  d - > 4 ,  e  +  - 1 }

(  "  ^ l= t a + l , D + z , c + J J

P ^  ^  =  P ^  ^ ( b  : =  2  E  a ,  d  : =  C  @  1 ,  e  : =  e  E  a l
3 , 3  2 , i '

=  { a  +  1 ,  b  - >  2  a  L  c  - }  3 ,  C  +  f )  E  1 ,  €  +  A  E l  1 }

=  { a  +  , 1 ,  b  - >  2 ,  c  - }  3 ,  d  +  f ) ,  e  *  e }

=  { 3  +  1 ,  b ' >  2 ,  c  +  3 }

; ;P u , u  =  P r , , [ u  : =  b  E  a ,  c  : =  e  @  d ]

= { a + 2 A 1 , b - > 2 , c + Q @ C I }

=  { a  +  1 ,  b  , +  2 }

S t e p  4  :

n  T  ^ 1. .  =  t a - ' ' , ] ,  b ^ 2 ,  c + 3 ,  d + 3 ,  e  + 0 j

P  = P  n P
2 , t +  1 , 1 +  4 , 3

=  { a  +  1 ,  b  - >  2 ,  c  +  3 ,  d  +  3 ,  I  +  O }  n  { a  - ,  1 ,  b  -  2 }

=  { a  +  1 ,  b ' r  2 }

P r , u  =  P r , u ( b  : =  2  A  a ,  d  : =  d  E l  1 ,  e  : =  e  E  a l

=  { a  +  1 ,  b  -  2 }

P = P ( a .  = fr  l=l  :  n '= o GFI - l  )
4 ,  *  5 , 4

=  { e  +  1 ,  b  - >  2 }



1 1

A  l a s t  s t e p  5 ,  w o u l d  p r o v e  s t a b i l i z a t i o n ,  t h a t  1 s  P ,

D _ D D - D' 3 :  
, 5  3 , 4 '  

' u , 5  q , + '

-  I  
r  u t  

t  
l  q  t  u t

T h e  f i n a l  r e s u l t  i s  t h a t  " 4 "  a n d  ' b "  h a v e  b e e n  f o u n d  t o  b e  c o n s t a n t s ,

w h e r e a s  " c "  h a s  n o t  b e e n  d i s c o v e r e d .  R e c a l l  t h i s  i s  a  c o n s e q u e n c e  o f  o u r

c h o i c e  t o  u s e  t h e  a p p r o x i m a t e  e q u a t i o n s .  T h i s  c h o i c e  w a s  m o t i v a t e d  b y  o u r

f e e l i n g  t h a t  w e  c o u l d  n o t  s o l v e  t h e  s y s t e m  o f  e x a c t  e q u a t i o n s  g i v e n  a t

p a r a g r a o h  3 .  F o r  e x a n t p l e ,  s o l v i n g  i t e r a t i v e l y  n y  s u c c e s s i v e  a D p r o x i . n a b i o n s ,

w e  w o u l d  t r y  t o  b u i l t  t h e  i n f i n i t e  s e t s  o f  t h e  l e a s t  s o l u t i o n  g i v e n  a t  D a r a -

g r a p h  4 ,  b y  s u c c e s s i v e l y  a d d l n g  a n  e l e m e n t  t o  a  s e t  i n l t i a l l y  e m p t y . T h l s

p r o c e s s  w o u l d  c o n v e r g e  o n l y  a f b e r  i n f i n i t e l y  m a n y  s t e o s .  E n d  o f  e r a m o l e .

7.2  CONVIRGENCE OF THE ITERATES

\ o t i c e  t h a t  t h e  i n i t i a l  a D D r o x i m a t i o n  X o  i n  t h e  s e e u e n . c e  X o ,  X 1 , . . . ,

X , . . .  s a t i s f i e S  X ^  <  F f X ^ l  =  X  S i n c e  F  i s  m o n n i n n e  t h i e  i m n t i e s  t h a t' k ' - -  -  - " -  " 0  -  . - ' 0 '  " 1  '

F t X " l  <  F t X ,  I  t h a t  i s  X ,  <  X " .  B y  r e c u r r e n c e  o n  k ,  w e  h a v e  i n  g e n e r a lU I I 2

X K  a  X K * ,  a n d  b y  t r a n s i t i v i t y  X o  =  X t  <  . . .  .  X k  =  s o  t h a t  t h e  s e q u e n c e

o f  s u c c e s s i v e  a p p r o x i m a t i o n s  i s  a n  i n c r e a s i n g  c h a i n .  T h e  i t e r a t i o n  p r o c e s s

e v e n t u a l l y  c o n v e r g e s  a f t e r  m  s t e p s  i f  X _  =  X *  0 n  t h e  c o n t r a r y  i t  d i v e r g e s'  m  m - t
w h e n  t h e  s e q u e n c e  o f  s u c c e s s i v e  a D p r o x i n a t i o n s  i s  a :  i n f i n i t e  s t r i c t l y  i n -

c r e a s i n g  c h a i n .  T h e n e f o r e  t h e  m o s t  w i d e l y  u s e d  n y p o t h e s i s  t o  i n s u r e  c o n -

v e r g e n c e  o f  i t e r a t i v e  m e t h o d s  i s  t h a t  L  m u s t  s a t i s f y  t h e  a s c e n d i n g  c h a l n

c o n d i t i o n  I e v e r y  s t r i c t ] y  i n c r e a s i n g  c h a i n  i n  L  i :  f i n - L t e J .

E r a m p L e  . '  I n  o u r  e x a m p l e ,

n f  t h e  f n l l n r ^ r i n o  o n e :

r < { a + c r , b . 8 ,

a n y  s t r i c t l y  i n c r e a s i n g  c l a i n  i n  L  i s  o f  t h e  f o r n

s  +  t )  <  . . .

F o r  a  p r o g r a m  w i t h  m  v a r i a b l e s ,  t h e  m a x l n a l  l e n g t h  o f  a  s t r i c t l V  j n c r e a -

s i n g  c h a i n  i n  L  i s  m * 2 .  L e t  n  b e  t h e  n u m b e r  o f  e q u a t i o n s ,  t h e  m a x i m a l

l e n g t h  o f  s t r l c t l y  i n c r e a s i n g  c h a i n s  i n  L n  i =  n  x  [ p + 2 ] .  H e n c e  t h e  t r i v i a l

c o n s t a n t s  o f  t h e  p r o g r a m  a r e  f o u n d  i n  a t  m o s t  n  x  ( n + 2 )  +  I  s t e D s .  I T h i s

' ' - - - +  ^ - - -  - - - r . . C i S  i q  p . i r l C n  f n  n r n v e  n n n \ / p r s p n n n  H , , t s  - ' -  r - - - ^ r r r  h i s s e rw u J . s L  c d s e  d n a l y _ - _  *  _ _  p r o v e  c o n v e r g e n c e ,  D U c  1 s  l a f g e - L r . - _ o o - -

t h a t  t h e  a v e r a g e  c a s e .  F o r  e x a m p l e  w e  c o n v e r g e d  i n  5  s t e o s  w h e r e a s  t h e

m a x i m u m  i s  4  x  ( l + l )  +  1  -  2 9 ) .  E n d  o f  e r u n o l e .
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l d h e n  t h e  s y s t e m  o f  e q u a t l o n s  X  =  F t X l ,  i n  L "  c a n n o t  b e  s o l v e d  i t e r a t i v e l y ,

n n o  ' A n  A n n n - v i ' a t e  i t s  l e a s t  s o l u t i o n .  W e  i l l u s t r a t e d  " s t r u c t u y , a l  a o o r o -J U J L ! U U E U  A U J  4 U U 4 ] ' I

x i m a t t o n "  w h i c h  c o n s i s t s  i n  s i m u l a t i n g  t h e  i t e r a t i v e l y  u n s o l v a b l e  s y s t e m

o f  e q u a t i o n s  i n  a  s p a c e  s a t i s f y i n g  t h e  a s c e n d i n g  c h a i n  c o n d i t i o n .  A l t e r -

na t i ve l y ,  " compu ta t i ona l  appnox ima t i on "  can  be  used  e i t he r  t o  t r unca te  t he

i n f i n i t e  s e q u e n c e  o f  s u c c e s s i v e  a p p r o x i m a t i o n s  w h l c h  l e a d s  t o  a  l o w e r  a p -

p r o x i m a t i o n  o f  t h e  l i m i t  o r  t o  c o r n p u t e  a n  u D p e r  a p p r o x i m a t i o n  o f  t h e  l i m i t

i n  a  f i n l t e  n u m b e r  o f  s t e p s ,  ( C o u s o t [ 7 8 - ] ,  C o u s o t [ 7 7 a f ) .

7.3 ACCELERATING THE CONVERGENCE OF THE ITERATES

W e  d e f i n e d
k + r

t i o n s  b V  X '

w h i c l  c o n s j s t s  i n  c o n t i n u a l l y  r e i n j e c t i n g  i n

o f  t h e  c o m p u t a t i o n s  t h e m s e l v e s .  T h i s  r e d u c e s

a c c e l e r a t e s  t h e  c o n v e r g e n c e .  E n d  o f  e r u n p l e .

s u c c e s s i v e  a p p r o x i m a -

d e t a i l e d  a s  :

, ,  K ,
,  / \ n  l

k
,  x ' l

n

t h e  c o m n r  r  t a t i  n n s  t h e  r e s u  l

t h e  m e m o r y  c o n g e s t i o n  a n d

t h e  s e q u e n c e  X o ,  X r , . . . ,  X k , . , .

F t x K l  t K  =  0 , 1 , 2 , . . . 1  w h i c h  c a n

=  r .  t x l ,  x l ,  x K  lL  n  
t k  =  o

U T

f - -

x f * t
1

, 1 , 2 , . . , )
I  =  ' l  )  ^

H o w e v e r  I u n d e r  o u r  h y p o t h e s i s  o n  F  a n d  L )  a n y  c h a o t i c  i t e r a t i o n  m e t h o d

w o u l d  c o n v e r g e  t o  t h e  l e a s t  s o l u t i o n ,  t h l s  s i g n i f l e s  t h a t  o n e  c a n  a r b i -

t r a r i l y  d e t e r m i n e  a t  e a c h  s t e p  w h i c h  a r e  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  s y s t e m  o f

e q u a t i o n s  w h i c h  w i l l  e v o l v e  a n d  i n  w h a t  o r d e r  I a s  l o n q  a s  n o  c o m p o n e n t

i s  f o r - g a t t e n  i n d e f i n j . t e l v  J  .

E x c t r n p l e . ' r d h e n  s o l v i n g  t h e  e q u a t i o n s  w e  u s e d  t h e  G a u s s - S e i d e l  i t e r a t i o n

m e t h o d  !

x l , k
,  x  ' l

n

I
l\
I
\

k + r
' ' 1  

l \

-Ui'= ,. ,
f l _

x!

. K +  r
I

x l * t ,  x l ,
l - - t  1
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A m o n g  t h e  p o s s i b l e  i t e r a t i n g  o r d e r  w h i c h  c a n  b e  u s e d  t o  s o l v e  t h e  e q u a -

t i o n s ,  s o m e  c o n v e r g e  m o r e  r a p i d l y  t h a n  o t h e r s .  T h e  c u e s t i o n  o f  o n t i m a l

o r d e r  o f  i t e r a t i o n  h a s  n o t  y e t  r e c e i v e d  a  c o n c e p t u a l  a n s w e r .  I S u c h  a n

o r d e r -  h a s  b e e n  s h o w n  t o  e x i s t  f o r  a  p a r t i c u l a r  c l a s s  o f  e q u a t i o n s  ( K e n -

n e O y I Z S J ,  T a r j a n [ 7 5 J )  a n d  c a n  s o m e t i m e s  b e  a l g o r i t h m i c l y  c o n s t r u c t e d

I A h o  &  U ] L m a n l 7 5 - ] ] 1 .

i l a b e . ' W h e n  t h e  i t e r a t i n g  o r d e r  w n i c h  i s  r s e d  t o  s o l v e  t h e  e q u a t i o n s

n n r r c s n n n r l q  l - n  i h e  D r o g r a m  c o n t r o l  s r a o h  t h e  s u c  a t i o n s- h e  p r o g r a m  c o n t r o l  g r a p h  t h e  s u c c e s s i v e  a p p r o x i m

c a n  b e  i n t u i t i v e l y  u n d e r s t o o d  a s  a  s y m b o l i c  e x e c u t i o n  o f  t h e  p r o g r a n .  I n

t h i s  s y m b o l i c  e x e c u t l o n  l o c a l  a b s t r a c t  p r o p e r t i e s  a r e  u s e d  i n  p l a c e  o F

t h e  a c t u a l  e x e c u t l o n  e n v i n o n m e n t  a n d  o p e r a t i o n s  o f  t h e  l a n g u a g e  a r e  i n t e r -

n r e t e d  a s  s n c n i f i o r  h v  r - h n  o n r ' - + i o n s  w h i c h  d e f i n e  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  a

p r o p e r t y  w h e n  p a s s i n g  t h r o u g h  a n  e l e m e n t a r y  i n s t n u c t i o n .  E a c h  s t e p  i n  t h i s

s y m b o l i c  e x e c u t i o n  p r o c e s s  c o r r e s D o n d s  t o  t h e  e v a l u a t i o n  o f  a n  e q u a t i o n .

Y e l -  a l  I  n n q q i h l e  n a t h q  a r p  f n l  l n r ^ r e d  n q o r . l r r - n a r a l  l e l r r  a n d  o i r e n f r r a l  l r r  m e r -,  . * * o w e o  p s e u o o - p a r a , , , _ )  -  y  , , , . ' -

s o . r  t n s e f  h e r  a f  j , ' - - + - i n ^  - ^  i ^ r -  T h i s  w a s  l h e  w a v  i  t e r a l i v p  m c t h o d s  w e r e6 E U  u u 6 E u r r E r  u u  J u r r u  L f u r l  P U i r r u r .  y  r  u l r

f i r s t  u n d e r s t o o d  ( e . e .  K i 1 d a 1 1 f 7 3  l ,  S c h w a r t z l l Z f ,  S i n t z o f l l  7 2 1 ,  U r s c h l e r

1 7 4 1 ,  W e g b r e l t [ 7 5 b ) ) .  E n d  o f  n o t e .

8. CONCLUSION AND HISTORICAL SURVEY

' , { e  i n f o r m a l l y  e x p o s e d  a  m a t h e m a t i c a l  t h e o r y  o f  g 1 a b e 1  a n . r l y s i s  c ' f

n r n o r a m q  r r s i  n g  a  q i r r n l e  e v a r r n l  e  n n n n p r n - i  n c  l - h e  n n m n i  I  r .  l - i t n e  d e t e r m i n a t i o nu  J ! , 5

o l  c o n s t a n t  c o n p u t a t i o n s .  T h e  m o d e l  i s  t y p i c a l  o f  t h e  " f i x o e i n t  a o o r o a l , h "

t o  a n a l y s i s  o f  p f o g r a m s .

B y  " f i x p o i n t  a p p r o a c h "  w e  r e f e r  t o  t n e  w h o l e  c ' f  t e c h n i q u e s  f o n  d e -

t e r m i n i n g  p r o p e r t i e s  o f  p r o g r a n s  w h i c h  t a k e  a s  s t a r t i n g  p o i n t  t h e  f a n t

t h a t  t h e s e  p r o p e r t . i e s  c a n  b e  d e f  i n e d  a s  t h e  I  e a s t  f  i x p c ' i n t .  c , {  a  s V s t e m  o f

e q u a t i o n s  w h i c h  i s  a s s o c i a l e d  i n  a  r a t h e r  n a t u r a l  w a y  w i t h  t h e  p r n g r a m '

T h i s  a p p r o a c h  h a s  b e e n  r e c e n t l y  r e c f , q n i z e d  ( C n u s o t l T T a f . C o u s c , t l T T c ) )  t o  p r o -

v i d e  a  u n i f i e d  u n d e r s t a n l i n g  o f  a p p a r e n t l y  u n r e l a t e d  w o r k s  s t t n h  a s  e l r ' b a l

d a t a  f l o w  a n a l y s i s ,  t y p e  e h e r k i n B  I C a u s o t [ 7 7 b 7 ,  - r o n e s  &  l " i u r h n i c k f  T 6  ] ,
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S i n t z a f f l T 2 f ,  T e n e n b a u m l T q l l ,  d e n o t a t i o n a l  s e m a n t i c s  o f  p r o g r a m m i n g

l a n g u a g e s  I r e f e n e n c e s  i n  S c o t t [ 7 6 ] ) ,  p r o g r a m  p r o v i n g  ( e . g .  X a n n a  e t

a l .  [ 7 3 ]  l ,  d e t e r m i n a t i o n  o f  w e a k  p r o p e r t i e s  o f  o r o g r a m s  I C o u s o t l T E f ,

K a r r [ 7 5 ] ,  K a r n [ 7 6 ] ,  S i n t z o f f l T 2 l ,  W e g b r e i t [ 7 5 b ] ) ,  e v a l u a t i o n  o f  p r o -

g r a m  p e r f o r m a n c e  I e . g .  K e n n e d y  &  Z u c c o n i [ 7 7 1 ,  W e g b r e i t I Z 5 a ] 1 ,  e t c .

I n  t h e  d o m a i n  o f  9 1 o b a l  d a t a  f l o w  a n a l y s i s  t h e  u s e  o f  l a t t i c e s ,

s y s t e m s  o f  e q u a t i o n s  a n d  f i x p o i n t  c o m p u t a t i o n s  r e m a i n e d  f o r  a  l o n g

t i m e  i m p l i c i t ,  i n  p a r t i c u f a r  r e a s o n i n g s  a b o u t  t h e  s v s t e m  o f  e q u a t . i o n s

, . , F r o n o  n o n l  r ^ n - l  F , y  t r a r . i  n o  t h c  n r O g r a m  f  l o w  s r a n h  .  H o w e v e r  a l l  c l a s S i _

c a l  a l s n r i t h m s  n a n  b e  u n d e r s t o o d  i n  I j o h t  n f  f h e  F i y n n i r r t  - r n n r l a c h .i u  u u P i  e u

T h e  e a r l y  n e t h o d s  u s e d  t o  s o l v e  t h e  e q u a t i o n s  o f  d a t a  a n a l y s i s  p r o -

b l e m s  w h e r e  a k i n  t o  G a u s s i a n  e l i m l n a t i o n ,  I A 1 1 e n [ 7 0 ] ,  A l l e n [ 7 1  ] ,  A l 1 e n

&  C o c K e l T 2 l  ,  C o c k e [ 7 0 ] 1 .  t n e  t e c f r  n i q u e  i s  l : ' _ m i t e d  t o  a  r e s t r i c t e d  c l a s s

o f  r e c u r s i v e  e q u a t i o n s  I c o r r e s o o n d i n g  t o  " r e d u c i b f e "  p r o g r a i n s  I H e c h t  &

U l l m a n [ 7 2 ] ,  H e c h t  &  U l l m a n [ 7 4 ] ,  K a s v a n o v [ 7 3 ] ,  T a r j a n [ 7 4 ] )  w h i c h  a r e  a

f r e q u e n t  b u t  n o t  g e n e r a l  c a s e J  a n d  t o  a  r e s t r l c t e d  c l - a s s  o f  d a t a  f l o w

p r o b l e m s .  T h i s  s o  c a l l e d  " i n t e r v a l  a n a l y s i s "  a p p r o a c h  w a s  f u r t h e r  e x t e n -

d e d  t o  d e a l  w i t h  w i d e r  c l a s s e s  o f  p r o g r a r n  g r a n h s : n d  r i a t a  f - i l w  p r o b l e r r i s

I e . g .  G n a h a m  &  W e g m a n [ 7 6 ] ,  K e n n e d y l T l l ) .  H o w e v e r ,  i n  g e n e r a l  d i r e c t  m e -

l - h n r r  e  f n n  c r r r ' i n s  t h o  o n r  r a r - i n n c  ( F o n g  &  a l . 1 7 5 l  ,  F o n g l 7 7 l ,  K e n n e d y  &

7 u c c a n i l 7 7 J ,  R e i f  &  L e w l s t T T l )  a r e  a p p l i c a t i o n  d e p e n d e n t  a n d  c a n n o t  b e

e a s i l y  g e n e r a l i z e d  t c t  a r b i t r a r y  d a t a  f l o w  a n a l y s i s  p r o b l e n s .

l v l o r e  r e c e n t l y  i t e r a t i v e  m e t h o d s  a k i n  t o  J a c o b i ' s  s u c c e s s i v e  a p p r o x i

m a t i o n s  a p p e a r e d  1 n  t h e  l i t e r a i u r e  ( B a c k h o u s e f T E l ,  C o u s o t [ 7 6  ] ,  H e c h t  &

U l l m a n [ 7 5 ] ,  K a m  &  U l l m a n [ 7 6 ] ,  K a m  &  U l l m a n [ 7 7 ] ,  K i l d a l ] [ 7 3 ] ,  l v l o r e l  &

R e n v o i s e [ / 4 ] ,  S c h w a r t z l 7 5 ] ,  U 1 l m a n [ 7 3 ] ,  U r s c h l e r l T 4 f  ,  l d e g b r e l t [ 7 5 b ] )  .

T h e y  a r e  m o r e  g e n e r a l  t h a n  d i r e c t  m e t h o d s  s i n c e  e v e n  w h e n  c o n v e r g e n c e  i s

n o t  n a t L , r a l l y  g u a r a n t e e d  i t  c a n  b e  e n f o r c e d  b y  u s i n g  " c o m D u t a t i o n a l "  a p -

p r o x i m a t i o n  t e c h n i q u e s  I C o u s o t [ 7 7 a f ) .  I t  1 s  o f t e n  a r g u e d  t h a t  i t e r a t i v e

a p p r o a c h e s  a r e  m o r e  e x p e n s i v e  t h a n  d i r e c t  m e t h o C s .  0 n  t h e  c o n t r a r y  t h e

c o m p a r i s o n s  f o r  g i v e n  p r o b l e m s  a r e  i n c o n c l u s i v e  I H e c h t  &  U l l m a n [ 7 5 ] ,

K e n n e d y [ 7 6 1 )  b e c a u s e  t h e  h y p o t h e s i s  w h l c h  a r e  n e c e s s a r y  t o  a 1 ] o w  t h e  u s e

o f  d i r e c t  m e t h o d s  a l s o  i m p l y  t h a t  t h e  n u m b e r  o f  i t e r a t e s  w i l l  b e  s m a l l

( K a m  &  t J l l m a n [ 7 6 ] ,  G r a h a m  &  l . d e g m a n [ 7 6 ] ,  T a r j a n [ 7 5 ] ,  U l l m a n [ 7 5 1 ) .
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\ , i l e  h n n c  t n  h 1 , o  -  t  o : n t  \ /  c h n W n  t h a t  t h e  C e n t r a r  n - n h l  p m  i  n  q l O D a l
, u r  u f  t J r  ! "  F r

p r o g r a n  a n a l y s i s  i s  t o  s o l v e  a  s y s t e m  o f  e q u a t j o n s  i n  d  s p a c e  a D p r o -

r r i a f e l r r  n h n q e n  f n r  n n d e l l i n p  t h c  r r n n e r ' i e c  t n  r c  p a t h o r e - l  a h n r r t  t h eu | | U P I 5 u ! | | U r

p r o g r a n .  i Y a t h e m a t i c i a n s  h a v e  s p e n d  c e n t t r i e s  i n  s t u d y i n E  t h e  r e s o l u t i o n

o f  s v s t e m s  o f  r e a l  e q u a t i o n s ,  v e r y  e f f j c l e n t  r r e t h o d s  h a v e  D e e n  d i s -

c o v e r e d .  0 n 1 y  v e r y  f e w  w o r k  h a s  o e e n  d o n e  o n  s y s t e m s  o f  e q : a t i o n s  d e "

f i n e d  o n  d i s c r e t e  d o m a i - n s .  H e n c e  c o n s i d e r a b l e  p r o g r e s s  c o u l d  b e  m a d e

i n  t h e  n e a r  f u t u r e .
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P .  B r a n q u a r t ,  J . P .  C a r d i n a l "  J .  L e w i ,  J . P .  D e l e s c a i l l e ,  l Y ,  V a n b e g i n ,
A n  o p t l m l z e d  t r a n s l a t i o n  p r o c e s s  a n d  i t s  a o n l i c a t i o n  t o  A L G O L  6 8 ,
S o r i n g e r - V e r 1 a g ,  1  9 7  6 .

L O C K E L  /  U  I

J .  C o c k e ,  G l o b a l  c o m m o n  s u b e x p r e s s i o n  e l i m i n a t i o n ,  S I G P L A N  N o t i c e s ,
v o l .  5 ,  n o .  7 ,  J u l y  1 9 7 0 ,  2 0 - 2 4 .
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C o c k e  &  S c h w a r t z [ 0 S  ]
J .  C o c k e ,  a n d  J . T .  S c h w a r t z ,  P r o g r a m m i n g  L a n g u a g e s  a n d  t h e i r  c o n p i l e r s ,
N e w  Y o r k  U n i v e r s i t V ,  N . Y . ,  1 3 6 9 .

L O U S O T L  /  b  I

P . l v l  .  C o u s o t ,  a n d  R .  C o u s o t ,  S t a t i c  d e t e r m i n a t i o n  o l r  d y n a m i c  p r o p e r t i e s
o f  p r o g r a m s ,  P r o c .  o f  t h e  Z n d  I n t .  S y m p .  o n  P r o g r a m m i n g ,  B .  R o b i n e t
t E d . l ,  D u n o d ,  P a r i s ,  A p r i l  1 2 7 6 .  I A l s o  1 n  I Y O L - B u l l e t i n ,  n o .  5 ,
/ . 1 " 1  .  U o u s o t  t E d . l ,  I R I A ,  R o c q u e n c o u r t ,  F r a n c e ,  S e p t ,  1 9 7 6 ,  2 7  - 5 7 1 .

C o u s o t [ 7 7 a ]
P . 1 1 .  C o u s o t ,  a n d  R .  C o u s o t ,  A b s t r a c t  i n t e r p r e t a t i o n :  a  u n i f i e d  l a t t i c e
m o d e l  f o r  s t a t i c  a n a l y s i s  o f  p r o g r a m s  b y  c o n s t r u c t i o n  o r  a p p r o x i n a t i o n
o f  f i x p o i n t s ,  C o n f .  R e c .  o f  t h e  4 t h  A C N  S y m p . o n  P r i n c i p l e s  o f  P r o g r a m -
m l n g  L a n g u a g e s ,  L o s  A n g e l e s ,  C a 1 i f . ,  J a n .  1 9 7 7 ,  2 3 8 - 2 5 2 .

C o u s o t [ 7 7 b ]
P . l v l .  C o u s o t ,  a n d  R .  C o u s o t ,  S t a t i c  d e t e n m i n a t i o n  o f  d y n a m i c  p r o p e r t i e s
o f  g e n e r a l i z e d  t y p e  u n i o n s ,  P r o c .  o f  t h e  A C f l  C o n f ,  o n  L a n g u a q e  D e s i g n
f o r  R e l i a b l e  S o f t w a r e ,  R a l e i e h ,  N o r t h - C a r o l i n a ,  l Y a r c h  1 5 7 7 ,

L O U  S O I I  , /  /  C  I

p . N .  C o u s o t ,  a n d  R .  C o u s o t ,  T o w a r d s  a  u n i v e r s a l  m o d e l  f o r  s t a t i c  a n a l y -
e i  e  n f  n r n o n - m -  D ^ n  l ^ ^.  r -  - - r  o , , , r ,  , \ E r .  , \ E j J .  S u b m i t t e d  f o r  P u b l i c a t i o n ,  I l a r c h  1 9 7 7  ,

F o n g l T T  )
A .  F o n g ,  G e n e r a l i z e d  c o m m o n  s u b e x p r e s s i o n s  i n  v e r y  h i g h  l e v e l  l a n q u a g e s ,
C o n f  .  R e c .  o f  t h e  4 t h  A C y l  S y m p .  o n  P r i n c i p l e s  o f  P r o g r a n r m i n g  [ - a n g u a g e s ,
L o s  A n g e l e s ,  J a n "  1 5 7 7 ,  4 8 - 5 7 .

F O n q  e I  a t . L / : J

A .  F o n g ,  J .  K a m ,  a n d . l . D .  U l l m a n ,  A p p l i c a t l o n  o f  l a t t i c e  a l g e D r a  r o
l o o p  o p t i m i z a t l o n ,  C o n f .  R e c .  o f  t h e  2 n d  A C l l  S y m p .  o n  P r i n c i p l e s  o f
P r o g r a m m i n g  L a n g u a g e s ,  P a l o  A l t o ,  C a 1 i f , ,  J a n r z .  1 5 7 5 ,  1  - S .

G r a h a m  &  W e e m a n [ 7 6 ]
S . L .  G r a h a m ,  a n d  l Y .  l , r j e g m a n ,  A  f a s t  a n d  u s u a l l y  1 i  n e a r  a l g o r i t h m  f o r
g 1 o b a 1  f l o w  a n a l y s i s ,  J o u r n a l  o f  t h e  A C t 1 ,  v o 1 .  2 3 ,  n o .  I ,  J a n ,  1 9 7 6 ,
1 7  2  - 2 0 2  .

n e c n r t  / )  I
l Y . S .  H e c h t ,  A  t h e o n e t l c a l  f n r r n r l a l - i n t r  f n r  o l  o b a l  p r o g r a m  i m p r o v e m e n t ,
A m e r i c a n  E l s e v i e r ,  1 9 7 5 .

H e c h t  &  l - J 1 1 m a n [ 7 2 ]
l l . S .  H e c h t ,  a n d  J . D .  U 1 1 m a n ,  F l o w  g r a p h  r e d u c i b i l l t y ,  S I A N  J .  C o m p r : t . ,
v o 1 .  1 ,  n o .  2 ,  J u n e  1 9 7 2 ,  1 8 8 - 2 D 2 .

n e c n l  6  u i l m a n l  / +  I
f i  . S .  H e c h t ,  a n d  J . D .  L l l l m a n ,  C h a r a c t e : : i z a t i o n s  o f  r e d u c i b l e  f l o w  g r a p h s ,

J o u r n a l  o f  t h e  A C I Y .  v o l .  2 1 ,  n o .  3 ,  J u l V  1 9 7 4 ,  3 6 7 " 3 7 5 .

H o n h t  K  t t t  t m - n l  / 5  |s  v + r , i r u r r L /  J t

r y . S ,  H e c h t ,  a n d  J . D .  U l l m a n ,  A  s i m p l e  a l g o r i t h m  f o r  g l o h a l  f l o w  a n a l y s i s

n r o b l e m s ,  S T A H  J .  C o r n p u t i n g ,  v o l .  4 .  1 9 7 5 ,  5 1 9 - 5 3 2 .
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J o n e s  &  l v l u c h n i c k [ 7 6  ]
N . D .  J o n e s ,  a n d  S . S .  l Y u c h n i c k ,  B i n d i n g  t i m e  o p t i m i z a t l o n  i n  p r o g r a m -
m i n g  l a n g u a g e s  :  s o m e  t h o u g h t s  t o w a r d  t h e  d e s i g n  o f  a n  i d e a l  1 a n -
g u a g e ,  C o n f .  R e c .  o f  t h e  3 r d  A C H  S y m p . o n  P r i n c i p l e s  o f  p r o g r a m m i n g
L a n g u a g e s ,  A t l a n t a ,  J a n .  1 9 7 6 ,  7 7 - 9 4 ,

K a m  &  U l l m a n [ 7 6 ]
J . B .  K a m ,  a n d  J . D .  U l l m a n ,  G 1 o b a l  d a t a  f l o w  a n a l y s i s  a n d  i t e r a t i v e
a l g o r i t h m s ,  J o u r n a l  o f  t h e  A C I I ,  v o l .  2 3 ,  n o .  1 ,  J a n .  1 9 7 6 ,  l 5 8 - 1 7 1 .

K a m  &  U l l m a n l 7 7  ]
J . B .  K a m ,  a n d  J . D .  U l l m a n ,  i v l o n o t o n e  d a t a  f l o w  a n a l y s i s  f r a m e w o r k s ,
A c t a  I n f o r m a t i c a ,  v o 1 .  7 ,  1 3 7 7 ,  3 0 5 - 3 1 7 .

K a r r [ 7 5 ]
I u l .  K a r r ,  G a t h e r i n g  i n f o r m a t i o n  a b o u t  p r o g r a m s ,  l Y a s s .  C o m p u t e r  A s s o c i a t e s ,
f n c .  ,  C A I D - 7 5 0 1  - 0 6 1  1  ,  J u l v  1  9 7 5  .

K a r r [ 7 6  ]
I Y .  ( a r r ,  A f f i n e  r e l a t i o n s h i p  a m o n g  v a r i a b l e s  o f  a  p r o g r a m ,  A c t a  I n f o r -
m a t i c a ,  v o 1 .  6 ,  1 9 7 6 ,  1 3 3 - 1 5 1 .

K a s v a  n o v  [  7 3  ]
V . N .  K a s v a n o v ,  S o m e  p r o p e r t i e s  o f  f u 1 1 y  r e d u c i b l e  g r a p h s ,  I n f .  p r o c .
L e t t e r s ,  v o I .  2 ,  n o .  4 ,  1 9 7 3 ,  1 1 3 - 1 1 7 ,

K e n n e d y [ 7 1 ]
K . W .  K e n n e d y ,  A  g 1 o b a l  f l o w  a n a l y s i s  a l g o r i t h m ,  f n t .  J .  o f  C o m p u t e r  l Y a t h . ,
v o l .  3 ,  D e c .  1 9 7 1 , 5 - 1 5 .

K e n n e d y [ 7 5 ]
K . W .  K e n n e d y ,  N o d e  l l s t i n g s  a p p l i e d  t o  d a t a  f l o w  a n a l y s 1 s ,  C o n f .  R e c .
o f  t h e  Z n C  A C X  S y m p .  o n  P r i n c i p l e s  o f  P r o g r a m m i n g  L . a n g r , r a g c s ,  P a l o  A l t o ,
C a 1 i f .  ,  J a n .  1 9 7 5 ,  1 0 - 2 1  .

K e n n e d y [ 7 6 1
K . L d .  K e n n e d y ,  A  c o m p a r i s o n  o f  t w o  a l g o r i t l - r  m s  f o r  g 1 o b a 1  d a t a  f l o w  a n a -
1 y s i s ,  S I A I I  J  .  C o l p u t i n g ,  V o l  .  1  ,  l v l a r c h  1 9 7 6  ,  ' 1  5 8  - 1 8 0  .

K e n n e d y  &  Z u c c o n i [ 7 7 ]
K . l , r i  .  K e n n e d y ,  a n d  L .  Z u c c o n i ,  A p p l i c a t i o n s  o f  a  g r a p h  g r a m m a r  f o r
p r o g r a m  c o n t r o l  f l o w  a n a l y s i s ,  C o n f .  R e c .  o f  t h e  4 t h  A C l l  S y m p .  o n  P r i n -
c i p l e s  o f  P n o g r a m m i n g  L a n g u a g e s ,  L o s  A n g e I e s ,  C a l i f . ,  J a n .  1 9 7 7 ,  7 2 - 8 5 .

K i l d a l I l 7 3 )
G . A .  K i 1 d a 1 1 ,  A  u n i f i e d  a p p r o a c h  t o  g 1 o b a 1  p r o g r a m  o p t i m i z a t i o n .  C o n f .
R e c ,  o f  t h e  A C l v l  S y m p . o n  P r i n c i p l e s  o f  P r o g r a m m i n g  L a n g u a g e s ,  B o s t o n ,
i v l a s s . ,  0 c t .  1 5 7 3 ,  1 5 4 * 2 0 6 .

K l e e n e [  5 2 ]
S . C .  K l e e n e ,  I n t n o d u c t i o n  t o  m e t a m a t h e m a t i c s ,  N o r t h - H o l 1 a n d  P u b .  C o . ,
A m s t e r d a m ,  1 9 5 2 .

l v l a  nna  e t  a l  .  [  73  ]
Z .  l u l a n n a ,  S ,  N e s s ,  a n d  J .  V u i l l e r n i n ,  I n d u c t l v e  m e t h o d s  f o r  p r o v i n g  p r o -
p e r t i e s  o f  p r o g r a m s ,  C o m m u n i c a t i o n s  o f  t h e  A C l l ,  v o 1 .  1 6 ,  4 9 1 - 5 0 2 ,

l Y o r e l  &  R e n v o i s  e l 7  4 f
E .  l v l o r e l ,  a n d  C .  R e n v o i s e ,  E t u d e  e t  r 6 a l i s a t i o n  d ' u n  o p t i m i z e u r  g 1 o b a 1  ,
T h .  d e  3 i d m e  c y c 1 e ,  U .  o f  P a r i s  V I ,  J u n e  ' ' l  9 7 4 .
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R e i f  &  L e w i s [ 7 7 ]
J . H .  R e i f ,  a n d  H . R .  L e w i s ,  S y m b o l i c  e v a l u a t i o n  a n d  t h e  g 1 o b a 1  v a l u e
g r a p h ,  C o n f .  R e c .  o f  t h e  4 t h  A C Y I  S y m p .  o n  P r i n c i p l e s  o f  P r o g r a m m i n g
L a n g u a g e s ,  L o s  A n g e l e s ,  C a 1 i f . ,  J a n .  1 9 7 7  ,  1 0 4 - 1 1 8 ,

R o s e n l  7 7  ]
B . K .  R o s e n ,  A p p l i c a t i o n s  o f  h i g h  l e v e l  c o n t r " o l  f l o w ,  C o n f .  R e c .  o f  t h e
4 t h  A C | V I  S y m p .  o n  P r o g r a m m i n g  L a n g u a g e s ,  L o s  A n g e l e s ,  C a 1 i f , ,  J a n .  1 5 7 7 ,
a a _ A - 7J U  A /  .

S c h a e f e r l  7 3  ]
l v l .  S c h a e f e r ,  A  m a t h e m a t i c a l  t h e o r y  o f  g 1 o b a 1  p r o g r a m  o p t l m i z a t i o n ,
P r e n t i c e * H a l 1 ,  E n g l e w o o d  C l i f f s ,  N . J . ,  1 9 7 3 .

S c h w a r t z [  7  5  ]
J . T .  S c h w a r t z ,  A u t o m a t i c  d a t a  s t r u c t u r e  c h o i c e  i n  a  l a n g u a g e  o f  v e r y
h i g h  1 e v e 1 ,  C o m m u n i c a t i o n s  o f  t h e  A C l v l  ,  v o l  .  1 B ,  n o .  1 2 ,  D e c .  1 5 7 5 ,
7 2 2 - 7 2 8 .

S c o t t [ 7 2 ]
D .  S c o t t ,  C o n t i n u o u s  l a t t i c e s ,  P r o c .  1 9 7 1  D a l h o u s i e  C o n f . ,  L e c t u r e
n o t e s  i n  t ' l a t h ,  ,  v o l  .  2 7 4 ,  S p r i n g e r - V e r 1 a g ,  N e w - Y o r k  ,  1 9 7 2 ,  9 7  - 1 3 6 .

S c o t t I  Z 6  ]
D .  S c o t t ,  D a t a  t y p e s  a s  l a t t i c e s ,  S I A T Y  J .  C o m p u t l n g ,  v o 1 .  5 ,  n o . 3 ,
S e p t .  1 9 7 6 ,  5 2 2 - 5 8 7  .

Sintzof f l  /  21
f .  S i n t z o f f ,  C a l c u l a t i n g  p r o p e r t i e s  b y  v a l u a t i o n s  o n  s p e c i f i c  m o d e l s ,
P r o c .  A C I Y  C o n f .  o n  P r o v i n g  A s s e r t i o n s  a b o u t  P r o g r a m s ,  S I G P L A N  N o t i c e s ,
v o l - .  7 ,  n o .  1 ,  1 9 7 2 ,  2 O 3 - 2 0 7 .

l a r l a n L , / 4 1
R .  T a r j a n ,  T e s t i n g  f l o w  g r a p h  r e d u c i b i l i t y ,  J .  C o m p .  S y s .  S c i e n c e s ,
v o 1 .  S ,  1 3 7 4 , 3 5 5 - 3 6 5 .

T a r j a n [ 7 5 ]
R . E .  T a r j a n ,  S o l v i n g  p a t h  p r o b l - e m s  o n  d i r e c t e d  g r a n h s ,  S T A N - C S - 7 5  - 5 2 8 ,

C o m p u t e r  S c i .  D e p t . ,  S t a n f o r d  U . ,  1 9 7 5 .

T a r j a n [ 7 6 1
R . E .  T a r j a n ,  T t e r a t i v e  a l g o r i t h m s  f o r  g l o b a l  f l o w  a n a l y s i s ,  T e c h ,
R e p o r t  C S  / 6 - 5 4 5 ,  C o m p u t e r  S c i e n c e  D e n t . ,  S t a n f o r d  L l " ,  F e b "  1 9 7 8 "

T a r s k i [  5 5 ]
A .  T a r s k i ,  A  l a t t i c e - t h e o r e t i c a l  f i x p o i n t  t h e o r : e m  a n d  i t s  a p p l i c a t i o n s ,
P a c i f i c  J .  l 1 a t h .  ,  v o l  .  5 ,  1  9 5 5 ,  2 8 5  - 3 0 9 .

T e n e n b a u m l  7 4  ]
4 . l Y .  T e n e n b a u n q ,  l y p e  d e t e r m i n a t i o n  f o r  v e r y  h i g h  l e v e l  l a n g r - , a g e s ,  N 3 0 - 3 ,
C o u r a n t  f n s t .  o f  l v l a t h .  S c i . ,  N e w  Y o r k  u , ,  O c t .  1 5 7 4 .

U  I  l m a n l  7 3  ]
J . D .  U l l m a n ,  F a s t  a l g o r i t h m s  f o r  t h e  e l i m i n a t i o n  o f  c o m m o n  s u b e x p r e s s i o n s .
A c t a  I n f o r m a t i c a ,  v o l .  7 - ,  n o .  3 ,  1 9 7 3 ,  1 9 1 - 2 1 3 .

U l l m a n [  7 5 ]
J .  D .  U 1 1 m a n ,  D a t a  f l o w  a n a l y s i s ,  S e c o n d  U S A - J a o o n  C o m p L . l t e r  C o n f e r e n c e ,
l Y o n t v a l e ,  I N . J " ]  :  A F I P S  P r e s s , 1 9 7 5 .
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U r s c h  l e r L T  4 )
G .  U r s c h l e r ,  C o m p l e t e  r e d u n d a n t  e x p r e s s i o n  e l i m i n a t i o n  i n  f l o w  d l a -
g r a m s ,  I B f  R e s e a r c h  R e p o r t  R C  4 3 6 5 ,  T . J .  W a t s o n  R e s e a r c h  C e n t e r ,  Y o r k -
t o w n  H e i g h t s ,  N . Y . ,  A u g .  1 5 7 4 .

W e g b r e i t [ 7 5 a ]
B .  i i e g b r e i t ,  l Y e c h a n i c a l  p r o g r a m  a n a l y s i s ,  C o m m u n i c a t i o n s  o f  t h e  A C X ,
v o l . 1 B ,  n o . 9 ,  S e o t -  1 9 7 5 , 5 2 8 - 5 3 S .

w e g D r e l t l  , / : D  I
B .  f r / e g b r e l t ,  P r o p e r t y  e x t r a c t i o n  i n  w e l l  - f o u n d e d  p r o p e r t y  s e t s ,  I E E E
T r a n s .  o n  S o f t .  E n g . ,  v o l .  S E - 1 ,  n o . 3 ,  S e p t . 1 9 7 5 ,  2 7 O - 2 8 5 .

\ d u l f  e t  a f  . I Z S ]
W . A .  W u l f ,  R . K .  J o h n s o n ,  C . C .  ! r / e i n s t o c k ,  S . 0 .  H o b b s ,  a n d  C . Y l  .  G e s c h k e ,
T h e  d e s l g n  o f  a n  o p t i m i z i n g  c o m p i l e r ,  A m e r i c a n  E f s e v i e r ,  N e w  Y o r K ,
4 a 7 q

@


